Los Conjuntos Difusos

enla Modelizacion Linguistica

I'rancesca Greselin Ferrari

Laboratorio de Electronica Digilal
Universtdad Catolica Nuesira Senora de la Asuncion
Asuncion - Paraguay

Il analisis de mochos problemas del mundo real necesita el
manejo de ipos dilerente de informaclones: unos especiflicos, aserlados,
v olros vagos, con conlornos impreclsos. Los expertos tlenen entonces
quie formular juicios y reglas heuristicas, calificandolos con descriptores
linguisticos como "considerable”, "posible", "importante"...

Il desarrollo de los Sislemas Experlos necesité enfocar desde su
comienzo el problema de modelar informaciones y relaciones
verisimiles aunque no precisas. El ambienle matemalico que pudo
permitir la introduccién de la incertitumbre en la definicion dc objctos y
reglas es la teoria de los conjuntos difusos.

En este articulo se presenta un rapido recorrido en la {eoria y una
tecnica que permite hallar una solucion para las operaciones enlre
conjuntos difusos. Todo esto permile modelar el lenguaje natural-a
través de variables linguislicas. Con eslas ullimas se provee al [inal una
aplicacion para previsiones de poblaciones estudiantiles.

INTRODUCCION

El desarrollo de los sistemas experios empezd su éxito previendo la conducta y dando
juicios en campos de Ja realidad que no pueden ser modelados de manera deterministica.

Muchas siluaciones reales, en efeclo, no permiten parlir de datos ciertos y/o no pucden
ser juzgados con reglas cxpresadas en términos matemadticos convencionales, ya sean
delerministicos o probabilisticos.

La informacién, en general, viene de datos, mediclones o experiencias precedentes.
Entonces puede ser vaga, imprecisa, cualilaliva, linguistica o incompleta. Los ¢xpertos, por lo
tanto, ademas de modelos deterministicos, lienen juicios basados en reglas heurislicas quc les
permilan lograr previsiones en casos en los cuales hayan faclores muy diliciles de medir o
cuanlificar precisamente. Médicos, psicologos, Ingenferos, manejan inlormaciones que
frecuentiemente estan acompanadas por calificalivos como "serio”, "imporlante”, "considerable”
y de estos datos realizan evaluaciones a través de procedimientos empiricos, ill-structured.*

La incertidumbre puede ser dividida en tres clases ( segun lo especificado en el " Workshop
on Civil Engeneering Applications of Tuzzy Sets", Purdue Universily, Octubre 1985):

- casualidad natural que causa incertidumbre
- imprecision que causa difltision **
- ignorancia.

La teoria de las probabilidades maneja matematicamente el primer lipo de
incertidumbre y trata de reducir la difusion al minimo. Pero, en todo caso, los métodos

*  Una regla vill-structured” es aquella donde la relacion entre antecedentes 'y consccuentes no L sido
suficientemente estudiada o lpdr a la cual no hay disponible un modelo matematico razonablemente bueno. En este
caso, se pueden usarreglas delUpo IF-THEN para expresar una relacion suclta entre antecedentes y consecuentes.

** [in cste articuloentenderemos 'difusion’ como 'fuzziness' y 'difuso’ como 'fuzzy'.
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probabihsticos estan basados en Ta teoria clisica de los conjuntos, en L cnal una proposicion o
es verdadera o es Ialsae Muchas de Ias proposiciones comunes no son fcihimente clasilicables
en (al conlexto. L teorian de los conjuntos dilusos  (Muzzy sels”) permite enlrentar v braton
aquellas clases de objetos del mundo real quie son 'difusas'  por naturaleza, en ol sentido que Ty
transicién entre la pertenencia y la no pertenencia a estas clases es gradual més uc brusca.

De hecho, dado tmobjelo x y una clase F, Ia pregunta real en muchos casos no es si v es
o no miembro de F, sino el grado en que x pertenece a F o, en [orma equivalenie, ol nivel de
pertenenciade x a F.

Sea, por cjemplo, U un conjunto de personas:
U ={Alberlo, Juana, Ricardo, Manuela, Pablo)

Si queremos caraclerizar el subconjunto A de U que recoja las personas allas de estatura,
intuimos que es claro incluir Alberto -que mide 1.92 ¢m de estatura-, pero es mas dificil juzpiu

enque medida Juana -1.63 em de estalura -, pertenezea a A.

Cuando los conjuntos difusos son ulilizados para modelar informaciones ditusas, ¢l
analisis implica y necesila de operactones algebricas extendidas, ¢s  decir, operaciones entre
nomeros difusos.

En este arliculo haremos, cnlonees, un rapido recorrido en los conceptos basicos e Ia
teoria de los conjuntos difusos. En delalle veremos después una (éenica basada en
represeniacion de conjuntos difusos a través de a-corles  y de un andlisis combinatorio de
intervalos. Este método permite hallar una solucién discreta pero exacta para las operaciones
entre conjuntos difusos de una manera muy cliciente y simple.

Presentarcmos la conversién entre variables linguisticas (del lenguaje natural) oy
variables numeéricas (conjuntos difusos).

Posteriormente, como ejemplo, veremos nna aplicacion para In modelizacion de estudios
en el campo educalivo y de pase vamos a presentar lambién el 'modelo en cascada’ para analizar
problemas complejos.

En conclusion, se dara también una breve descripcion del papel que ¢l procesamicnlo de
informaclones difiisas tene en el caunpo de los sistemas expertos.

BASES DE LATEORIADE LOS CONJUNTOS DIFUSOS

Sea U un universo, o sea una coleccion arbitraria de objelos, conceplos o coslrucciones
matematicas.
Convencionalmenle, si A ¢s un subconjunto de U cuyos clementos son oy, .., 1,
enlonces Aes expresado como:
A={up....upl

Para nueslros proposilos, sin embargo, es mas convenienle expresar A como la union de
los ug:

n
A= up+. +uy= 2] uj

{eniendo en cuenta que, porcada i, j:

Ly +Uj = UJ + S}

Uy +Ui =

Como nna exlension de esta notacion, Zadeh (1964) sugirio el conceplo de conjunto difuso
F de U expresandolo medianie:

F=pquypr.. 1,0y
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o, cquivalentemente, como:
F=pp/up+..... R USYARIS

donde py, pori=1, ... n, representan el grado de pertenencia delosuy a .
A menos que no se establezea lo contrario, los iy se asumen con valores en el infervalo |
0,11, con0y I que denolan no perlenencin' y ‘plenapertenencla’ respectivancnte.

ElI papel que en la teoria de conjuntlos clasicos jugaba la funcion caracleristica (midiendo
cnforma hinariala pertenencin de cada elemento al conjunto A) :

1 six perlenccea A

xalx) =
0 si X no perlenccea A

esta amplindo y generalizado a (ravés de la funcién de pertenencia cn Ia (eoria de conjunlor
dilusos, permitiendo describir niveles diferentes de pertenencia de cada elemento de I,

Larepresentacion de unconjunto difuso finito es una formalineal enlos 1y,
Consistentemente , un subconjunlo difuso arbitrario de U puede ser expresado mediante
la inlegral:

F= | pp(a) /u
U
donde:
pp o U ---> [0,1]

es la funcion de perlenencia de T, y la inlegral en U denota la union de los clementos difusos
pe(u) /v eneluniverso U. '

Ejemplo:
Sea X el conjunto de los enleros no negalivos, X = Z*, y sea F el subconjunto difuso de X de los
"enleros pequenos”. Definimos la [uncion de pertenencia de F como:

Henteros pequenos () = {1+ (x/5)% )1 =012, ...
OPERACIONES ENTRE CONJUNTOS DIFUSOS

SeanI' y G dos conjuntos difusos en el universo U.
Sean A y v losoperadores de minimoy de méaximo respectivamente.
Se deline la unién:

FuG = [{pp) v ng) / u
lainterseccién: .
FnG-= [ pp) A pg} / u
el complemento: v
ro- T Hr-upw) /v
8]

Semueslra [aciimente que valen las identidades:

(FuG)=Fma

1
= |
C
ol

(F n Q)



°n el iismo contexto, se deline que F contiene G siisolosi:
o G <=== P (a) 2 pg (W) V ue U

Si 17y, . Iy son subeonjunlos difusos de Uy, ... Uy, endonees ¢l producto
cartesiano de 19, . 19, esunsubconjunto difusode Ujpx ... x Uy, delinido por:

Fix..... <, = ] ' [upluy) A Al ]/ (ay, o ag)
Uix..x Uy,

PRINCIPIO DE EXTENSION

Sca F un conjunto difuso definido en X ysea y = {(x}. La lmagen de F bajo ['se deline
como el conjunto difuso G definido en'Y'y dado por:

G=1J pg® /vy
u

donde:

e O =np () | yanx)

La operacion de mapeo puede ser exlendida al caso general y eslo se conoce como ¢l
principio de extensiéon ( Zadeh 1973).

Sean Iy, Iy, ., F), conjuntos difusos delinidos en Xy, Xo, ..., X, respeclivaunente. Sea |
una funcion:

[ Xy xXox . x Xy ——> Y

laimagen difusa Gde Iy, Iy, ..., F;, bajo [ liene como funcién de perlencnela;
5 112 n P4

g = v [ A (A K1) ee i )]
x1€ X1, Xp€ Xp :
v= fxy,....xp)

Todas las relaciones malemalicas enire elemenios no difusoes, y evidentemente tambici
fas operaciones algebraicas, pueden ser extendidas a través de esle principio en los conjuntos
difusos .

Quedan asi delinidas las operaciones extendidas.

EL LENGUAJE NATURAL
La creacion de los conjuntos difusos Tig.1
abrio el camino para investigar el lenguale Vartable

"y P Edad linguisea
nalural, cuya ‘'difusiéon' era conoclda desde

hace mucho Uempo, permitiendo que esle
mismo  lenguaje  pueda  ser usado  en
procedimientos analilicos.

Valores
Iingufsticos

Valores de
pertenencla

Informalmente, una variable
linguislica es una variable cuyos valores -en
vez de ser ntinieros- son palabras o frases del
lenguaje nalural (y analogamente se pueden
deflinir para cualquier lenguaje artificial).

Unlverso

edad en afoa

Por efemplo, si "edad" es inlerprelada como una variable linguistica, entonces el conjunto
de sus valores linguislicos, llamado "term-sel", en esle caso T (edad), puede scr imaginado como
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el que rcu)lo foda v‘q)rcsi()n del tipo: "Joven", "vicjo", "muy joven”, "no nuiy joven”, Umuay iy
viejo", "mas o menos joven", "hastante joven”..

Cada uno de cslos (érminos es una Cllqueia de un conjunito difuso cn el universo de las
cdades, esdecir, U=10,100].

Auna variable linguistica L se leasocian dos reglas:

a) imaregfla sintactica que define las sentencias bien estructurada enI(L)
b) unaregla semantica, a través dela cual el sentido de los {érminos en T(L) pucde ser
definido.

[ esuntérmino en’(L), entonces su significado es un subconjunto de U.

Un término primario en T(L}) es un {¢érmino cuyo slgnificado tiene que ser delinido o
priori, y que sirve comno base para computar el sentido de los {érminos no-primarios en/I'(1).

Por cjemplo, en Tledad), los {érminos primarios son "vicjo" y ]()vcn cuyos signilicados
puecden ser definidos por sus funciones de perlenencia Hjoven Y Ryicjo!

iejo' =V = | viejo (1) /u
U 8

"joven" = J

I

J Hjoven (W) / u
U

Los términos primarios o alémicos pueden ser coneclados entre si con los conectore:
linguisticos "y" (conjuncion), "o" (disyuncion) -identificables con la operacién de interseccion
y de uniéon respectivam(‘nle y '"no". Ademas, pueden ser modilicados con cspecificadores
linguislicos como "muy”, "ligeramente", "mas o menos”

Después de haber cuantificado y modelado los términos primarios con los conjimnlos
dilusos, lodos los (érminos compuestos y modilicados pueden ser definidos a través de Jas
operaciones extendidas .

Podemos definir :

"no joven” =J =1 [1- pywl/u
"muy joven” =J2= [ T{(8)] 12/ u
U

"mas o menos joven'=J1/2= fg1t/2/u
8]

Se puede también hacer el camino al revés, o sea la conversion enfre un valor numcérico y
un {érmino linguistico, simplemente comparando la funcién de pertenencia obtenida por
medios compulacionales y la que mas se le acerque enlre las de los términos primarios
conocidos.

METODO DE LOS VERTICES

El principio de extension prevee una solucion tedrica general al algebra de conjuntos
difusos. Sin embargo, hallar 1a solucién en muchos casos reales es tareca muy ardua, aun con la
ayuda de una compuladora.

Bass & Kwakernaak buscaron lograr una solucién analilica reconociendo en lo anle
dicho un problema de programacién no-lineal, pero requiriendo condiciones muy restriclivas
yconuna Implemenlacion baslante engorrosa.

Otros hallaron soluclones aproximadas (Dubois & DPrade), (Schiucker, Brown) con
métodos de discretizacion y enconiraron problemas a causa de la naturaleza discontinua de las
operaciones de maximoy minimo.

Un nuevo enfoque para evaluar la funcién de perlenencia [ue presentado por Dong y
Wong (1985) y sellama método de los vértices.



Seaenlonees:
y=[(Xy.X9,....Xp)

una funcion donde los antecedentes Xy, Xo,..., X}, son conjuntos difusos y se quicra estimar ¢l
consigulente oulput conjunto diluso Y.

Yara este finse define el o-corte del conjunto difuso (o conjunto denivel o de X)), como:

Xi =[x Iny () 2 al A con o e [01]

y también ¢l a-corte deY como:
YO = [ (X% Xo@ ., X®)

donde los X; @ son n intervalos que forman una region rectangular n-dimensional con 2!
vérlices.

Se pucede demostrar facilinente que sila funcion [es conlinua y monotona, entonces:

Y® = [min {((cj)], max{f(cj)} ] ' j=1,..,28
J J -
donde ¢ eslacoordenada del j-esimo vérlice. _
Necesitamos ahora del conceplo de modelo en cascada para poder ilustrar después con un
ejemplo de aplicacion lo que se ha dicho hasta ahora.

MODELO EN CASCADA

Segiin el punlo de vista bayesiano, hay muchas siluaciones reales en las cuales las nuevas
informaciones pueden ser ulilizadas para actualizar las estimaciones precedentes.

Supongamos que se uiera modelar la expresion linguislica siguiente:

"Si el conjunto de los bachilleres liene una preparacion bastanle amplia, y se liene en
cuenta que la posibilidad de las familias para mantener sus hijos en los esludios cs
medianamente buena, se pucde razonablemente esperar una respuesla alentadora en un medio
universitario de mnivel inleresanle, considerando que también hayan buenas posibilidades
laborales enperspecliva'. _

Un esquemalogico efeclivo podria ser el siguiente:

NIVEL DE CALIDAD
Fig 2 DE UNA CARRERA
1g.~ UNIVERSITARIA
POSIBILIDADES CONJUNTO POBLACION
ECONOMICAS DI ﬁ> DIE LOS E:> ESPERADA DI
LAS TAMILIAS BACIILLERES UNA CARRIERA

POSIBILIDADIES
DIZ SALIDAS EN

ELL MERCADO
DIE TRABAJO

Esle esquema resulla complejo porque cada caraclerislica que influye en el proceso esta

independienlemente considerada para la evaluacion del resultado final, o sea para la-evaluacion
de la poblaciéon esperable en una carrera.

Para modelar en términos de conjuntos difusos todo esle esquema, no lendriamos
problemas en describir cada antecedente mediante una funcién de perlenencia razonablemente
adecuada, es decir, medianle una representacion de conjuntos difusos. Las "llechas" del dibujo
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serian nuestras reglas ill-structured, o sea nuestras reglas difusas. .o que resulta mas difcil de
vislumbrar es como lener en cuenta simultdneamente todos los faclores, mediante una regla
nificadora. '

Il procedimicnto de evaluacion de la poblacion esperada de una carrera puede ser pensado
como una sucesién de decisiones, mientras mds y méas datos son Incorporados en la estimacién
- de manera parecida al analisis bayesiano - para actualizar una estimacion precedente con
nuevas Informaciones. Eslo permile representar una evaluacion compleja a lravés de una
simple serie lineal de operaciones, que parte de una suposicion inicial de evaluacion.

Apliquémoslo al ejemplo anlerior:

Sea entonces X el conjunto diluso quie

Fig.3 represenia la poblacion  hipolética de una
carrcra universitlaria y sca Y la evaluacion
que queremos lograr. Y puecde ser oblenido

@IY)SI!‘I()NI)IC 1A POBIACION DI UNA (j,\Rm.;R/\) mediante fas sucesivas aclualizaciones
expresadas como:

b

( CONJUNTO DE LOS BACHILLERES

. Y = oT * [T *y A * OI3 * X
) B p X {

suponicndo que T, E, A, y B scan reglas
dilusas delerminadas por las alirmaciones
(AIR/\C'”VODI', UNA CARRERA UNIVERSITARIA ) A lingllisticas, que o, B, X, 8 scan ])()SOS a
través de los cuales queremos dar dilerente

: importancia a los cuatro faclores T, I, A, I3
(V%"”UD/‘D'B ECONOMICAS PAMILIARES ) E asumidos independientes entre ellos, y que ' *
sea un operador que indica una relacion
difusa.

&

=

&

SAIIDAS EN EL MERCADO DE TRABAJO )
( r Siguiendo slempre el mismo ejemplo,

queremos presentar una aplicacion  del
método de los vérlices. Suponemos haber
GWMCI()N ESPERADA DE UNA CARRERA ) medido que la poblacion X de los bachilleres

de una ciudad sea dividida en tres parles
iguales, segun los diferentes niveles de
preparacion hallada:

&

b
1

{estudiantes con preparacion de nivel muy bajo} +

| estudiantes con preparacion de nivel allo} +

-+

+ {estudiantes con preparacion de nivel bueno}

‘Muy bajo’, ‘allo’, 'bueno' son términos linguislicos, cuya represenlacién por conjunlos
difusoses: -

0 1 0 1 0 1
MUY BAJO ALTO BUENO

Fig.4

Juzgamos que sea razonable pensar que [rente a la posibilidad de cursar -supongamos-
una carrera {écnica de nivel interesante, sea muy baja (W) la inscripcion entre los esludiantes
de nivel inlerior (Xj), a causa de las pretensiones de la carrera misma. Habra alla eleccion (Ws)
de la carrera entre estudiantes de buen nivel (X3) y se supone una media partlicipacion (Wg)

entre los de alla preparacién (X2) (que pensamos tendran intereses mejor definidos que los
precedentes).
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La estimacion es entonees una funclon de las tres componentes de poblacion
diferentes por nivel de preparacion- pesadas mediante W1, Wo, W3,
Sereconoce que:

Wy

‘muy bajo' = Xj
Wqy = "allo’ = Xy
W3 = 'medio’ = Xo
Los fres componentes de poblacion X; , com también los pesos W son

conjunto difusos ; la poblacion resullante sera el conjunto difuso que se halla a
{ravés dela media pesada: ’

Xy + Xg+ X3
Eligendo a=0,6 resultanlos siguientes a-cortes delos X; :
X;06 =10 | 1/10]
X906 =[3/5, 1]
X30.6 =13/10, 7/10]

asiquelos 23 vértices resullantes son:

cy =(0, 3/5, 3/10) cg =(1/10,3/5,3/10)
c3=(0, 1, 3/10) ¢4 =(1/10, 1, 3/10)
g =(0, 3/5, 7/10) cg =(1/10, 3/5, 7/10)
c7=(0, 1, 7/10) cg =(1/10, 1, 7/10)

Podemos ahora hallarlas [ 0.6 (cy) , oblenicndo:

106 )=y . g =1{2/5.37/100, 6/13, 61/140, 42/65,17/28, 14/17, 17/G0 )
entonces:

y0.6 = [37/100, 14/17 ]

Analogamente, calculando Y % para diferentes valores de a e [0, 1], sc logra €l gralico

deY:
Fig.5 1
0
(o} 1
POBLACION RESULTANTE
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La poblacion hallada puede entonces ser relerida a una poblacion universilaria de ‘medio’
nivel de preparacion (compare este ullimo  grafico con el de X3y haga la conversion e
conjunto difuso avarioble linguistica).

CONJUNTOS DIFUSOS Y SISTEMAS EXPERTOS

Ya dijimos (ue gran parle del conocimiento, especialmente el ganado de la observacion,
cs de algnna manera probabilislico y muchas veces también incomplelo. IEso signilica que se
pricde conciderar algo como verdadero, mientras que atnn se permita la posibilidad de vn error,
Para que una compuladora pueda pensar y razonar como un ser hunano, se precisa entoncees
unainfegracion de estainceertidumbre con Ia logica.

La mayoria de los hombres mancjan la incertidumbre que vicne de la observacion
natural sin muchos problemas, porque estan acostumbrados a ella. Sin embargo. hacer posible
que una compuladora sepa (rabajar con la incerlidumbre, necesila de un buen esluerzo. Kn el
lenguaje  de los programadores, es una larea no banal la de juntar la logica con I
incertiduimbre, porque son opuestas.

La logica difusa nos permile pensar en valores verdaderos en el senlido, mas debil pero
mucho mas proximo a larealidad, deserverosimiles.

Es facil intuir como, para los problemas de reconocimiento y clasificacion de palrones
{patlern recognilion y patlern classification) y para los sislemas experlos, el mancjo de Ia
incertidumbre vuelve a ser un punto crilico de evaluacion de las posibilidades de la Inleligencia
Arlificial.

Se puede subdividir el problema en dos pasos dislinlos:

a) converlir el dato p en un ohjeto matemalico M(p) = {My(p). .... Mp(p))

h) pasar de algoritmos ‘opacos’ Ag, a algoritmos ‘lransparentes’ Ay, o sca de
algoritmos cuyas descripcién no esta todavia conocida, a algoritmos que aclien
sobre el conjunto M(p) realizando el grado de pertenencla de p como defintdo por Ag,,.

Es importlante observar que desde un punto divisla practico, es deseable que:

a) M(p) sea delinido por un pequeno numero de alribulos

b) lamediciéon de estos alribulos sea relativamente simple.

En la casi lolalidad de los Sistemas Experlos, si se desea seguir la formulacion descripla,
se encuentran problemas para lograr una buena definicién matematica claslica.

Ya vimos que los mélodos de la logica difusa se pueden aplicar ya sca en la evaluacion de
los datos, como en la costruccion de reglas 'suellas'. La estructura conceplual de la teoria de los
conjunios dilusos provee entonces un ambiente mas nalural para la formnulacion y Ia solucion
aproximada de eslos Uipos de problemas, mucho mas apla que los mélodos (radicionales |
bhasados cn Ia leoria clasica de los conjuntos, en la teoria de las probabilidades y en la lIogica
booleana.
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